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EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. Vb 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of June 26, 1965) 
§ 34. Beispiele. A. In R2 seien "P, (]J, K, Ko, T, G und g wie in 
§ 20; wir betrachten die volle Klasse aller (]J- und T-Funktionen. Bei s>O 
genfigt dann eine s-Zerlegung in bezug aul ((]J oder) T eines Intervalles 
io(a, b; c, d) (E Ko) folgenden Bedingungen: 1° ffir jedes ~P mit a<~p<b 
und T[il(~P; C, d)] ~ s gibt es eine Teil-Zerlegung des linearen Intervalles 
il(~P; c, d) in endlich viele Intervalle il(~p; Yl(P), Yl~l) (mIt c=Yo(P)< 
<YI(P) < ... <yWJ )=d) und endlich viele Mengen {(~p, YI(P»)} (l= 1, ... , 
p 
l(~p)-I) von einzelnen Punkten, wobei T[il(~p; YI(P), Yl~l)]<S; 2° ffir 
jedes 1]q mit c<1]q<d und T[i2(a, b; 'i}q)]~s gibt es eine Teil-Zerlegung 
des linearen Intervalles i 2(a, b; 'i}q) in endlich viele Intervalle i 2(xk(q), 
Xj.~l; 'i}q) (mit a = xo(q) < Xl (q) < ... < Xk~~Q) = b) und endlich viele Mengen 
{(Xk(q), 'i}q)} (k=l, ... , k('i}q)-I), wobei T[i2(xk(q), Xj.Q4-1; 'i}q)]<s; 78) 3° die 
nicht unter 1 ° oder 2° fallen den Zerlegungsmengen sind endlich viele 
offene Intervalle i(~h' ~j2; 'i}h, 'i}j2)' wobei ffir jedes derartige Intervall 
T[i(~il' ~j2; c, d)]<s und T[i(a, b; 'i}h, 'i}j2)]<S ist. 79 ) 
Bei einer in io beschrankten Funktion I lassen sich dann zu den Mengen 
WT der s-Zerlegung in bezug auf T und jedem Punkt PT E WT die Summen 
(104) 
bilden; sie liegen zwischen 
(105) L obere Grenze von I auf WT x T[wT ] 
(T) 
und 
(106) L untere Grenze von I auf WT x T[wT ]. 
(T) 
Aus der s-Zerlegung von io geht in folgender Weise eine Riemann-Klasse 
m:.[io] von Umgebungen i((x, y)) hervor. Bei M obere Grenze von III in 
78) Aus 1° und 2° geht hervor, daB jeder Punkt (;p, 'T}q) auf sich eine Zerlegungs-
menge gibt. 
79) Ohne EinfluJ3 auf Existenz und Wert von Riemann-Stieltjes Integralen i.b.a. 
T iiber io ist die Annahme (die wir hier machen wollen), daJ3 die ;11, ;12 zu der Menge 
{Hz, die ;p unter P, a, b}, die 'T}h, 'T}12 zu {Hy, die 'T}q unter 2°, c, d} geh6ren (Hz, Hy 
wie in der ersten Def. von § 30). Siehe wieder unsere Arbeit in Proceedings, Series 
A, 65 (1962), S. 369-384, 489-498, speziell die Def. von e-Zerlegung auf S. 490 (§ 13). 
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io HiBt sich jedes Intervall il(~P; C, d) (wie unter 1°) und jedes Intervall 
i2(a, b; 'YJq) (wie unter 2°) einschlieBen in ein (zweidim.) Intervall Ul(~p -lp, 
~p+l'p; c, d) bzw. u2(a, b; 'YJq-lq, 'YJq+l'q) (beide in i o), so daB: 
2M L {T[UI(~p-lp, ~p+l'p; C, d)]-T[il(~p; C, d)]} + 
(p) 
+ 2M L {T[u2(a, b; 'YJq-lq, 'YJq+l'q)]-T[i2(a, b; 'YJq)]}<B. 
(q) 
Fur die Punkte (~p, y) mit YI(p)<y<yl~l (l=O, ... , l(~p)-l) liegen die 
i((~p, y)) E m.[io] in dem Intervall (~p-lp, ~p+lp; YI(P), Yl~l)' wahrend 
jedes i((~P'YI(P»)) Em.[io] (l=1, ... ,l(~p)-l) nur den zugehOrigen Punkt 
(~p, yp(l)) und keinen weiteren dieser Punkte enthalt, und seine Punkte 
x-Koordinaten zwischen ~p-lp und ~p+lp haben. In analoger Weise 
erhalt man die Umgebungen aus m.[io], welche den Punkten von io mit 
y-Koordinaten 'YJq zuzuweisen sind (es ist immer moglich, daB die Um-
gebung i((~p, 'YJq)) beide zugehOrige Bedingungen erfullt). 
Fur jeden Punkt (~j3' 'YJj3) E i(~jv ~jz; 'YJfl, 'YJjz) (wie unter 3°) sei i((~i3' 
'YJi3)) E m.[io] Teilmenge von i(~iI' ~i2; 'YJil' 'YJi2)' 
Den Randpunkten von io und allen nicht auf den x = ~p oder y = 'YJq 
liegenden Randpunkten der Intervalle unter 3° 79) seien in m.[io] Um-
gebungen zugewiesen, die samtlich eine Menge bilden, deren Durch-
schnitt mit io Teil ausmacht von einer Summe von endlich vielen Hori-
zontal- und Vertikalstreifen in io mit T-MaB <e. 
E. sei die Menge der endlich vielen Trennungslinien x=~p, mit T[il(~p; 
c, d)] ~ e, zusammen mit den endlich vielen Trennungslinien y = 'YJq, mit 
T[i2(a, b; 'YJq)]~e. 
Die Werte der mehrdeutigen Riemann-Summe fur die Funktion f 
(gemaB Def. bl ), F[f; {m.[io], E.; T}], werden nun, ebenso wie (104), immer 
zwischen (105) plus e(l + 3M) und (106) minus e(l + 3M) liegen. 
Ein gleiches Verfahren wie in IV, § 24, A laBt hieraus folgern, dafJ die 
Existenz des Riemann-Stieltjesschen Integrals von f in bezug auf Tuber io 
die Existenz eines allgemeinen Riemann-Integrals von f in bezug auf Tuber 
io von gleichem Werte impliziert. Fur G, /g/ und rp gibt es eine analoge 
Relation. 
Bemerkung. Hat die auf dem linearen Intervall il(~; c, d) definierte 
beschrankte Funktion f(~, y) ein Riemann-Stieltjessches Integral in bezug 
aufT (im Sinne von Teil I, § 3,A), so existiert auch das allgemeine Riemann-
Integral in bezug auf T (gemaB Def. C'l), Sil(~;C.d) f dT, und ist gleich 
Sil(~;C.d) (RS) f dT. Dasselbe gilt fur lineare Intervalle parallel zur x-
Achse. 
B. Fur eine zu io gehorende, nach Jordan T-meBbare Teilmenge H 
mit der charakteristischen Funktion CH ist 
das Jordansche T-MaB von H oder (f-tT)J(H) = Sto (RS) CH dT; 60) 
hier ist nach A. das Integral auch als allgemeines Riemann-Integral in 
bezug auf T aufzufassen. 
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C. Ein sehr einfaches Beispiel, in welchem T fur lineare Intervalle 
(parallel zur x- und y-Achse) und fur nur einen einzelnen Punkt enthaltende 
Mengen nicht immer gleich Null zu sein braucht, und es dennoch eine 
endlichwertige Funktion g gibt, welche ein allgemeines R. Integral i.b.a. 
That ohne absolut integrierbar im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne zu sein, 
geht leicht aus dem in IV, § 24, C, Bem. 2 gegebenen Beispiel hervor. 
In io( -1, + 1; -1, + 1) wahle man einen Punkt (xo, Yo), mit xo# 0, und 
nehme fur jedes (zweidim.) Intervall i C io, welches (xo, Yo) nicht enthalt, 
TO(i) gleich dem elementaren Inhalt m(i), fur jedes (xo, yo) enthaltende 
i~io TO(i)=m(i)+T(Xo,yO), mit T(Xo,Yo»O. Daneben sei g(x,y)= 
2x sin 12 - ~ cos \ (x # 0, Y willkurlich), ° (x = 0, y willkurlich) fur jeden 
x x x 
Punkt (x, y) E io. Dann hat g(x, y) ein allgemeines R. Integral uber io 
i.b.a. TO, und sein Wert ist P[io] +T(Xo, Yo) . (2Xo sin ~ - .! cos ~), Xo Xo Xo 
wobei P wie loco cit., also P[io] = 0. 
D. Mittels analoger Betrachtungen wie in Teil I, § 3, D. und E. mit 
Bemerkung laBt sich fur jede offene Teilmenge OJ von io beweisen, daB 
die charakteristische Funktion Cw ein allgemeines Riemann-Integral uber 
io in bezug auf That, dessen Wert gleich dem zugehorigen Lebesgue-
Stieltjesschen T-MaB von OJ ist 79*). 
§ 35. Die in IVbis, § 25 dem Theorem 30 vorangehenden Definition, 
Korollare und Satze sind ohnemehr auf den Fall der hier betrachteten 
allgemeinen T-Funktionen zu ubertragen. 
Somit ist auch hier, bei A ~ io und ma,T auBeres L.-S. T-MaB, 
/-la,T(A) ~ma,T(A); 
und hat jede im L.-S. Sinne T-meBbare Menge A ~ io auch ein allgemeines 
T-MaB /-IT, mit 
Hilfssatz 1. Aus A C io = io(a, b; c, d) und ohne Punkte auflinearen 
Intervallen i(~; c, d), mit T[i(~; c, d)]>O (a<~<b), oder linearen Inter-
vallen i(a, b; 'YJ), mit T[(a, b; 'YJ)]> ° (c<'YJ<d), folgt 
(107) 
dabei ist T* die fur die Mengen von K (§§ 30, 20) aus T dadurch hervor-
gehende Funktion, daB: 10 fur jedes Intervall i' O(al, b1 ; CI, d1 ) 
T*[i'o]=T[i'o]- I T[il(~k; CI, d1)]- I T[iz(al' b1 ; 'YJ1)] + 
00 (0 
+ I T[{(~k' 'YJ1)}] 
(k,n 
79*) Korrektur. In Teil IV, FuJ3n. 62 andere man "etwa io als Umgebung 
i(x, y)" in "in io die Umgebung i(x, y) nachher". 
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gesetzt wird, wobei die Menge der !;k die Produktmenge Hx * . (aI, bl), die 
Menge der 'Yjl die Produktmenge H y * . (CI, dl ) ist (H x * und H y * wie in 
der ersten Definition von § 30); 2° die Werte von T* fur lineare Intervalle 
(parallel zur x- oder y-Achse) und fur Mengen von einzelnen Punkten sich 
in derselben Weise aus den T*-Werten fur zweidim. Intervalle ableiten 
lassen wie dies bei T der Fall ist (§ 20 u. FuBn. 52); 3° die Forderung 
der beschrankten Additivitat zu den Werten von T* fur die ubrigen 
Mengen von K fuhrt. 
Beweis. Bei Abanderung sowohl von T wie auch von T* fur den 
im Hilfssatz betrachteten io (und A) gemaB der "Allgemeinen Bemerkung" 
in Va, § 31 behalten Ito CA dT fla,T(A) und Ito CA dT* - fla,T*(A) ihre 
Werte. Es genugt also die erste Relation (107) bei den abgeanderten T 
und T* zu beweisen. 
Bildet man dann, gemaB Definition bl (Va, § 30), die mehrdeutige Riemann-
Summe F[CA; {9l[io], Eo; T}] in bezug auf T, und die korrespondierende 
Riemann-Summe F[CA; {9l*[io], 0; T*}] in bezug auf T* (also mit 0 
leer), und umgekehrt,80) und beachtet man, daB A keine Punkte von Eo 
(Eo wie in Def. al von Va, § 30) enthalt, so folgt mit der Definition von Va, 
§ 31: 
d.h. 
untere Grenze aller F[o][CA; {9l[io], Eo; T}] = 
= untere Grenze aller F[o][CA; {9l*[io], 0; T*}], 
Analog beweist man die zweite Relation (107). 
Hilfssatz II. Aus A ~ io und B ~ io folgt 
(108) fla,T(A + B) ~fla,T(A) + fla,T(B). 
Beweis. Wie (93) (in Va, § 31) leitet man ab: es gibt Folgen EO(I) ~ 
~ ... ~ Eo(k) ~ ... (von endlich vielen, zu T gehorenden Trennungslinien) 
80) Bei a=xo < Xl < ... < xn=b, C=YO < YI < ... < Ym=d, sei Eo die Sunune 
der endlich vielen, zum abgeanderten T geh6renden Trennungslinienx=xi (i=l, ... , 
n-I), Y=YJ (i=I, ... , m-I). Die Korrespondenz sei nun folgenderma13en gemeint: 
a) aus der {2l [io], Eo; T}-Zerlegung entsteht die korrespondierende {2l*[io], 0; T}-
Zerlegung dadurch da13 man die Riemann-Klasse 2l[io] so einschrankt, da13 einem 
Punkt (x, y) Eio mit Xi < X < Xi+l, YJ < Y < Yl+1 (i=O, ... , n-I; j=O, ... , m-I), 
bei i(x, g) E 2l[io], die Umgebung i(x, y). (Xi, XHI; YJ, YJ+I) zugewiesen wird, wahrend 
die Umgebungen der iibrigen Punkte von io ungeandert bleiben; b) aus einer 
{2l*[io], 0; T*}-Zerlegung entsteht eine {2l[io], Eo; T}-Zerlegung, bei Eo eine fest-
gewahlte Menge endlich vieler Trennungslinien x =Xt, Y =Yl von der oben ange-
gebenen Art, dadurch daJ3 man die Riemann-Klasse 2l*[io] so einschrankt, da13 einem 
Punkt (x, y) mit Xi < X < XHI, Yl < Y < Yl+l (i=O, ... , n-I; j=O, ... , m-I), bei 
i(x, y) E 2l*[io], die Umgebung i(x, y). (Xi, XHI; Yl, YJ+I) zugewiesen wird, und die 
Umgebungen der iibrigen Punkte von io, insbes. also die der Punkte auf den nun 
als Trennungslinien aufzufassenden Geraden X =Xi, Y =Yio ungeandel't bleiben. 
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und zugehOrige Riemann-Klassen 2l(1) [io] :J ... :J 2l(lc) [io] :J ... , fur die 
gleichzeitig gilt: 
,ua,T(A+B)= lim F[o][CA+B; {2l(k) [io], Eo(k); T}], 
/c ..... oo 
(109) ,ua,T(A)= lim F[o][CA; {2l(k) [io], Eo(k); T}], 
k ..... oo 
und 
(110) ,ua,T(B)= lim F[o][CB; {2l(k)[io], Eo(k); T}]. 
k ..... oo 
Zu positivem t) und jedem Wert k = 'X gibt es einen speziellen Wert 
Fsp. von F[CA+B; {2l(") [io], E o("); T}], mit 
Wegen CA+B:;:;;CA +CB gilt umsomehr: 
Somit ist 
,ua,T(A + B) -t) < F[o][CA; {2l(") [io], Eo("); T}] + F[o][CB; {2l(") [io], Eo("); T}]. 
Mit (109) und (110) folgt 
,ua,T(A + B) -t) :;:;;,ua,T(A) + ,ua,T(B), 
was, mit t) --+ 0, (108) gibt. 
Hilfssatz III. Die in io(a, b; c, d) liegenden, disjunkten Mengen 
At, B j (i=l, 2, ... ;j=l, 2, ... ) mogen bzw. aufx=xi,Y=Yj liegen, wobei 
jedes T[il(Xt;c,d)]>O und jedes T[i2(a,b;Yj)]>0; dabei sei immer 
(Xi, Yj) ¢ Ai und ¢ Bj' L {(Xi(k), yj(k»)} (k= 1,2, ... ) sei (echte oder un-
(k) 
echte) Teilmenge der Menge aller Punkte (Xi, Yj). Dann ist 
Beweis. Anwendung der Definition von ,ua,T, gemaB § 35, Anfang. 
und der Definition des oberen allgemeinen R. Integrals i.b.a. T, gemaB Va, 
§ 31, liefert flir jedes Paar (n, 'In) von natlirlichen Zahlen: 
" m (112) ,ua,d L A t + L B j+ L {(Xi(k), Yj(k»)}] = 
(-I ;-1 i(k):;;,,;;(k):;;m 
" m 
= L ,ua,T(At )+ L ,ua.T(Bj)+ L T[{(Xi(k), yj(k»)}]. 
i=l ;-1 i(k);>;";1(k);>;m 
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Aus Hilfssatz II und fla,T~ma,T, bei ma,T auBeres L.-S. MaB, folgt 
00 00 
(113) fla,d L A t + L B j + L {(Xi(k), yj(k»)}] ~ 
i-I i-I ~) 
n m 
~ fla,T[ L A t + L B j+ L {(Xi(k), yj(k»)}J + 
i-I i-I i(k)~n;i(k)~m 
00 00 
+md L i1(Xt;C,d)+ L i2(a, b; Yj)]; 
i=,,+1 i=m+l 
das mT-MaB konvergiert, bei n --+ 00 und m --+ 00, gegen Null. Dadurch 
folgt (111) aus (112) und (113). 
Hilfssatz IV. Aus A ~ io(a, b; c, d) und A =A' +A", mit A" liegend 
auf endlich vielen Geraden X=Xt (i= 1, ... , n), Y=Yj (j = 1, ... , m), fur 
deren jede T[i1(Xt;c,d)]>0 bzw. T[i2(a,b;Yj)]>O, und A' auBerhalb 
diesel' Geraden, folgt 
fla,T(A) = fla,T(A') + fla,T(A"). 
Beweis. Zu willkurlich positivem 'rJ gibt es eine {W[io], Eo; T}-
Zerlegung von 1:0 mit 
(114) 
dabei darf Eo ~ A" angenommen werden. 
Zu A' und 'rJ gibt es eine {W'[io], E'o; T}-Zerlegung, mit W'[io] C W[io] 
und E'o ~ Eo, und daneben einen speziellen Wert Fsp. von F[CA'; {W'[io], 
E'o; T}], fur welchen: 
somit auch 
(115) 
Die zugehOrige, spezielle {W'[io], E'o; T}-Zerlegung enthalt endlich viele, 
die i1(Xi;C,d) (i=l, ... ,n) und i2(a,b;Yj) (j=l, ... ,m) uberdeckende 
Intervalle, deren Beitrag zu dem speziellen F-Wel't gleich Null ist. Deuten 
wil' die Menge del' ubrigen Intervalle del' Zerlegung durch Q3(A', E'o) an, 
und ihl'en samtlichen Beitrag in FSP'[CA'; {W'[io], E'o; T}] durch F[CA'; 
Q3(A', E'o)], so ist 
Zu jedem Xi (i=l, ... , n) gibt es einen Streifen Ul(Xt-Oi, Xt+Ot; c, d), 
welcher in del' Summe del' abgeschlossenen Hiillen del' i1(Xt; c, d) uber-
deckenden Intervalle del' speziellen {W'[io], E'o; T}-Zerlegung enthalten 
ist; diese Streifen sind dabei disjunkt (siehe Va, § 30, Def. al). Das gleiche 
gilt fur Streifen u2(a, b; Yj-o'j, Yi+O'j), in analoger Weise den Yi 
(j = 1, ... , m) hinzugefugt. Die samtlichen Streifen liefern eine offene 
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Teilmenge Q von io. Flir die im folgenden auftretende Riemann-Klasse 
\J{"[io] wird jedenfalls flir jeden Punkt (x, 'fl) auf einem i 1(Xi; C, d) oder 
(und) einem i 2(a, b; Yj) angenommen: aus i(x, y) E \>t"[io] folgt i((x, 'fl)) C Q. 
Nun gibt es zu A" und 1] eine {\>t"[io], E"o; T}-Zedegung, mit \>t"[io] C 
C \>t'[io], E"o;;:; E'o, bei welcher die Zerlegungsintervalle, welche H = 
.2 i1(Xi; C, d) + .2 i2(a, b; Yj) liberdecken, zu Punkten (x, 'fl) EH oder zu einem 
(i) (i) 
Punkte (Xi, C), (Xi, d), (a, Yj), (b, Yj) gehOren (siehe Va, § 30, Satz), und mit 
einem zugehorigen Wert Fsp. der Riemann-Summe von CA", flir den: 
somit auch 
(117) 
Die korrespondierende spezielle {\>t"[io], E"o; T}-Zerlegung enthalt endlich 
viele Intervalle, welche keine Punkte mit i 1(xt; c, d) (i= 1, ... , n) oder 
i2(a, b; Yj) (j = 1, ... , m) gemein haben, und deren Beitrag zu dem speziellen 
F-Wert dadurch gleich Null ist. Deuten wir die Menge der Zerlegungs-
intervalle mit gemeinsamen Punkten durch G£(A",E"o)] an, und ihren 
siimtlichen Beitrag in FSP'[CAfI; {\>t"[io], E"o; T}] durch F[CA"; G£(A", E"o)], 
so ist 
(lIS) FSP'[CAfI; {\>t"[io], E"o; T}]=F[CAfI; G£(A", E"o)]. 
io- [$S(A', E'o) + G£(A", E"o)] liiBt sich in endlich viele Intervalle zerlegen, 
deren Seiten, parallel zur x- und y-Achse, durch Y- bzw. x-Werte, E Hy 
bzw. E Hz (Va, § 30, Def. al) festgelegt werden.S1 ) 
Jedes Intervall w der betrachteten Art liiBt eine {\>t[w], Eo; T}-Zerlegung 
zu (\>t[w] Teilklasse von \>t[iO]).S2) Es wird deutlich sein, daB aus den 
zl:.gehorigen Zerlegungsintervallen und den Intervallen von $S(A', E'o) und 
G£(A", E"o) 83) durch geringfligige Einschriinkung einzelner Intervalle und 
damit zusammenhiingende Uberdeckung von Riindern mittels zu Rand-
punkten gehOrender \>t[io]-Intervalle eine {\>trio], Eo; T}-Zerlegung (von io) 
entsteht, flir die, wegen der geringfligigen Anderung, welcher dabei die 
Werte von F[CA'; $S(A', E'o)] und F[CAfI; G£(A", E"o)] unterworfen sind, 
und der nicht-negativen Beitriige der neu hinzugekommenen Zerlegungs-
intervalle, der zugehOrige spezielle Wert FSP'[CA; {\>trio], Eo; T}], wegen 
(115) bis (lIS), der Ungleichheit 
,ua,T(A')+,ua,T(A")<21J+FsP'[CA; {\>trio], Eo; T}] 
geniigt; umsomehr ist 
,ua,T(A') +,ua,T(A")<21]+ F[ol[CA; {\>trio], Eo; T}]. 
81) Selbstverstandlich sind gemeinsame Randteile zugelassen. 
82) Bei einer solchen Zerlegung bleiben die ()) nicht iiberschneidenden Geraden 
aus Eo auBer acht. 
83) Man beachte, daB die Seiten aUer IntervaUe durch x- und y-Werte fest-
gelegt werden, die zu Hz bzw. Hy gehoren_ 
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Mit (114) folgt, flir 1] -+ 0, 
,ua,T(A') + ,ua,T(A") ~,ua,T(A). 
Dies liefert, mit Hilfssatz II, die Behauptung von Hilfssatz IV. 
Hilfssatz V. AusH~io(a,b;c,d),undH=H'+HI,mitH'.H"=O 
und H" die Menge derjenigen Punkte von H, welche in einem Intervall 
i1(x; c, d) (a < x < b), mit T[il(X; c, d)] > 0, oder in einem Intervall i2(a, b; y) 
(c<y<d), mit T[i2(a, b; y)]>O, enthalten sind, folgt: 
(119) ,ua,T(H) = ,ua,T(H') + ,ua,T(H"). 
Beweis. Der Fall, in welchem H" nur auf endlich vielen linearen 
Intervallen der angegebenen At't liegt, ist eine unmittelbare Folgerung 
aus Hilfssatz IV. 
Nehmen wir darum an, daB es (abzahlbar) unendlich viele derartige 
Intervalle: i1(Xi; c, d), i2(a,b;Yi) (i=1,2, ... ; j=1,2, ... ) gibt. Mit 
00 00 
9)1i = H· [i1(Xi; c, d) - L {(Xi, Yj)}J, '.Hi - H· [i2(a, b; Yj) - L {(Xi, Yj)}J, 
i~1 i~1 
und L {(Xi(k), yj(k»)} die Teilmenge von H", welche aIle ihre Punkte 
(k) 
enthalt, die sowohl auf einem Intervall i1(Xi; c, d) wie auf einem Intervall 
i 2(a, b; Yj) liegen, ist dann, nach Hilfssatz III, 
00 00 
,ua,T(H") = L ,ua,p(9)1i] + L ,ua,T['.Hj] + L T[{(Xi(k), Yj(k»)}J, 
i~1 i~1 (k) 
woraus, mit (112), folgt: 
(120) ,ua,T(H") = lim ,ua,T(Qn), falls Qn = 
10 10 
- L 9)1i+ L '.Hj+ L {(Xi(k), yj(k»)}. 
i~1 i~1 i(k)~1O;i(k)~1O 
Die Hilfssatze IV und II Hefern: 
(121) ,ua,T(H') +,ua,T(Qn) =,ua,T(H' +Qn) ~ 
~ ,ua,T(H' +HI)~,ua,T(H')+,ua,T(H"). 
(119) folgt aus (120) und (121). 
00 
Hilfssatz VI. Bei T* wie im Hilfssatz I und A = L An ~ io ist 
10-1 
00 
,ua,T*(A)~ L ,ua,T*(An). 
1O~1 
Dies ist eine unmittelbare Folgerung von Theorem 30 (in Teil IVbls, § 25). 
00 
Theorem 46. AusA= L An~io=io(a,b;c,d)folgtallgemeinflir 
jedes T: 1O~1 
00 
,ua,T(A) ~ L ,ua,T(An). 
1O~l 
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Reweis. Wegen des Hilfssatzes VI braucht nur der Fall betrachtet 
zu werden, in welchem es ein x mit a<x<b und T[il(X; c, d)]>O, oder 
ein y mit c<y<d und T[i2(a, b; jj)]>O gibt. 
1st dann An =A'n+A"n (n= 1,2, ... ) eine Zerlegung von An von gleicher 
Art wie die von H (=H' +H") in Hilfssatz V, so folgt mit Hilfssatz V: 
00 00 
[la,T(A)=[la,T[ L A'n]+[la,d L A"n]. 
Nach den Hilfssatzen I und VI ist 
00 00 
[la,d L A'n]:~ L [la,dA'n], 
10=1 n~1 
und nach Hilfssatz III (und dem Theorem 7 in II, § 5) 
00 00 
[la,d L A"n]~ L [la,T[A"n].84) 
'11=1 '11=1 
Also: 
00 00 00 
[la,T(A)~ L [la,T(A'n)+ L [la,T(A"n) = (Hilfssatz V) L [la,T(A n). 
'11=1 '11=1 '11=1 
§ 35biS • Definition *. Rei Existenz der nachfolgenden oberen- und 
unteren Integrale in bezug auf G und Igl seien das obere und untere 
allgemeine Riemann-Integral einer endlichen Funktion t in bezug aut ifJ 
uber io definiert durch: 
bzw. 
Iio t difJ = rio t dG -JiO t dlgl 
iio t difJ= iio t dG- Iio t dlgl· 
Theorem 41 *. Notwendig und hinreichend zur Existenz von 
Iio t difJ [Def. dt, § 30biS] ist die Existenz eines gemeinsamen Wertes von 
~o t difJ und i io t difJ; dann ist I io t difJ = rio t difJ = i io t difJ. 
Definition *. Das allgemeine aufJere ifJ-MafJ von A ~ io sei definiert 
durch: 
84) Es genugt den Fall, in welchem die A"" disjunkt sind, zu betrachten. Die 
X=Xi (i=l, 2, ... ) und y=Yj (j=l, 2, ... ) seien die abzahlbar vielen, io schneidenden 
Geraden, fUr die: T[i1(xI; c, d)] > 0 bzw. T[i2(a, b; Yj)] > O. Bei Ai(n) == A",,·il(Xi; 
c,d), Bj(n) ==A"n·i2(a, b; Yj) und Ll{(Xi(lc),Yj(lC»)}](n) die Menge der zu A"n ge-
(7c) 00 
horenden Schnittpunkte der x =Xj, Y =Yj, ist ,ua, T[ I A" n] = (Hilfssatz III) 
10=1 
00 00 00 
I ,ua,T( I A;(n») + I ,ua,T( I Bj(n»)+ I [I T{(XI(k)' Yj(k»)}] (n) ~ (Th. 7 in II, § 5) 
(i) '11=1 (i) 10=1 '11=1 (7c) 
00 00 00 00 
I I ,ua,T(Aj(n»)+ I I ,ua,T(Bj(n»)+ I [ ... ](n) = I [I ,ua,T(A;(n»)+ I ,ua,T(B;<n»)+ 
(i) 10=1 (i) '/1=1 n=1 n=1 (i) (i) 
00 
+ [I T{(Xi(k)' Yj(k»)} ](n)] = (Hilfssatz III) I ,ua,T[A "n]. 
~) n=1 
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und das allgemeine innere <p-M a(J von A durch: 
,ui,IP(A) = ,ui,G(A) - ,ua"gl (A); 
dane ben das allgemeine <P-M a(J durch: 
,£lIP (A ) = ,uG(A) - ,ulgl (A). 
Korollar*. a) Aus A ~ io folgt ,ui,IP(A)=<P[io]-,ua,lP(io-A); b) Not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen <P-MaBes ,uIP(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der iiuBeren und inneren 
<P-MaBe von A. 
Mit § 35, Anfang korrespondiert hier, bei A ~ io und ma,IP iiuBeres 
L.-S. <P-MaB, 
auch hat jede im L.-S. Sinne <P-meBbare Menge A ~ io ein allgemeines 
<P-MaB ,£lIP, mit 
00 
Theorem 46*. Aus A = ! An ~ io(a, b; c, d) folgt fur aIle <P-
Funktionen : n~l 
00 
,ua,IP(A) ~ ! ,ua,IP(An ). 
n~l 
§ 35ter. Wendet man die Definition von ,ua,T (gemiiB § 35 und IV, 
§ 25) auf eine lineare Menge E liegend in einem Intervall (~; c, d) oder 
einem Intervall (a, b; 1]), beide Teil von io( a, b; c, d) (also mit: a < ~ < l) 
bzw. c < 1] < d), an, so ist das Resultat dasselbe wie bei Anwendung der 
Definition von l"a,T in Teil II, § 4, wobei T fur die linearen IntervaUe 
(~; Yl, Y2) (mit C<Yl <Y2<d) bzw. die linearen Intervalle (Xl, X2; 1]) (mit 
a<Xl <x2<b) und fur die Mengen {(~, y)} (mit c<y<d) bzw. {(x, 1])} (mit 
a<x<b) von einzelnen Punkten wie in IV, § 20.86 ) 
§ 36. Fugt man in Hilfssatz III (§ 35) aIle diejenigen Punkte der 
Menge ! [{(Xi(k), yj(k»)}], bei welchen i(k)=i ist (bei fest gewiihltel' 
(k) 
naturlicher Zahl i), zu der Menge Ai, und ist Pi die hinzukommende 
Menge, so ist nach § 35ter und den zweiten und dritten Hilfssiitzen von 
II, § 5: 
wobei ,ua,T(Pt) gleich der Summe del'T-\Verte der Mengen von einzelnen, 
zu Pi gehorenden Punkten. 
Bei Ato=At+Pi fUr jede naturliche Zahl i folgt dann daB Hilfssatz III 
ubergeht in: ' 
85) Dies ist somit fUr jede Menge des a-Korpers von nach Borel meJ3baren Teil-
mengen von io und die volle Klasse der qi-Funktionen immer der Fall. 
86) Vergleiche va, § 32b1S • 
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Hilfssatz II Ibis. Die in io(a, b; c, d) liegenden Mengen Aio, B j 
(i=l, 2, ... ;j=l, 2, ... ) mogen bzw. auf X=Xi, Y=Yi liegen, wobei jedes 
T[il(Xi; c, d)]>O und jedes T[i2(a, b; Yi)]>O. FliT jedes Paar (i, j) von 
natiirlichen Zahlen sei Aio. B j = 0, wahrend jede Menge AiO Punkte der 
Gestalt (Xi, Yi) enthalten moge. Dann ist 
Theorem 47. Aus Al C A2 C ... CAn C... und lim An=A ~ 
~ io(a, b; c, d) folgt 
(122) lim ,ua,T(An) =,ua,T(A). 
n--+OO 
Beweis. Die in Hilfssatz V (von § 35) angegebene Zerlegung einer 
Menge H ~ io liiBt sich auf die Mengen AI, A 2 , ••• und A iibertragen, und 
liefert dann 
An=A'n+A"n (n= 1, 2, ... ), A=A' +A", mitlimA'n=A'undlimA"n=A". 
Die Mengen A"n (n= 1,2, ... ) und A" lassen Zerlegungen zu, korres-
pondierend mit 2 AiO + 2 B j in Hilfssatz IIlbis. Dazu betrachten wir 
(i) (i) 
die abziihlbar vielen Xi, Yj mit a<xi<b, c<Yj<d, fiir die T[il(Xi; c, d)]>O 
und T[i2(a, b; Yj)]>O. Dann sei A?n=A"n·il(Xi; c, d), Aio=A".il(Xi; c, d); 
Bi,n=A"n' [i2(a, b; Yi)- 2 {(Xi, Yj))], Bj=A". [i2(a, b; Yj)- 2 {(Xi, Yj))]· 
W w 
N ach Hilfssatz IIlbis ist dann: 
AuBerdem ist 
Mit § 35ter und II, § 6, Theorem 8 folgt nun weiter 
(123) lim ,ua,dA"n]= 2 lim ,ua,T(A?n)+ 2 lim ,ua,T(Bi,n)= 
n--+oo (i) n--+OO (i) n--+oo 
AuBerdem ist, nach IVbis, § 26, Theorem 31, 
lim ,ua,T*[A' n] = ,ua,T*[A'], 
n--+oo 
also, nach Hilfssatz I (§ 35), auch 
(124) lim ,ua,dA'n]=,ua,dA']. 
n--+oo 
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Nach Hilfssatz V (§ 35) ist 
(125) fla,'dA n] = fla,T[A' n] + fla,T[A"n]; fla,T[A] = fla,dA'] + fla,dA"]. 
Aus (123), (124) und (125) folgt (122). 
Theorem 47*. Aus Al C A2 C ... CAn C... und lim An=A ~ 
~ io(a, b; c, d) folgt 
n-+oo 
§ 37. Hilfssatz. Die Geraden X=Xi (i= 1,2, ... ) mogen das Inter-
vall io(a,b;c,d) schneiden; dabei sei immer T[il(Xi;C,d)]>O. Hat nun 
eine auf x = Xi liegende Teilmenge Ai von io ein (zweidim.) allgemeines 
00 
T-MaB (i= 1,2, ... ), so gilt dasselbe von 2 Ai, mit 
i~l 
00 00 
(126) flT[ 2 Ai] = 2 flT(Ai). 
i~l i~l 
Eine analoge Eigenschaft gibt es flir Mengen in io auf Geraden Y= Yi 
(j = 1,2, ... ) mit T[i2(a, b; Yj)] > O. 
00 00 00 
Beweis. Aus 2 flT(A t ) ~ (§ 35) 2 ma,T(Ai ) ~ 2 mT[il(Xi; c, d)] ~ 
i~l i~l i~l 
~mT(io) folgt, bei 'fj>O, die Existenz einer natlirlichen Zahl y mit 
00 
2 flT (Ai)<'fj. 
i~.+l 
Dadurch ist 
• • 00 2 flT(At) = (Th. 45 in Va, § 33) fld 2 Ai] ~fli,d 2 Ad ~ 
i~l i~l i~l 
00 00. 
~ fla,d 2 Ai] ~ (Th. 46 in § 35) 2 flT(Ai) < 2 flT(At} +'fj. 
i~l i~l i~l 
00 
Daraus folgt die Existenz des allgemeinen T-MaBes von 2 Ai, mit (126). 
i~l 
Satz. Aus Al ~ io und A2 ~ io, beide mit allgemeinem T-MaB, folgt 
daB auch A I ·A2 ein allgemeines T-MaB hat. 
Beweis. Die im Anfang des Beweises von Theorem 47 angegebenen 
Zerlegungen flir A (vergl. auch Hilfssatz IIIbiS) lassen sich auf Al und 
A2 libertragen, und liefern: 
AI=A'1 +A,\=A\ + 2 AL+ 2 BI,i' 
(i) (i) 
und 
A 2=A'2+ A "2=A'2+ 2 Ag. i + 2 B 2,i· 
(i) (i) 
DaB die Mengen AL (k= 1,2) und 2 Ag. i ein (zweidim.) allgemeines 
(i) 
T-MaB haben, folgt mit Theorem 43b (in Va, § 33) und dem letzten Hilfs-
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satz. Die wie die AL erhaltenen BL (k= 1,2) haben ebenfalls ein zweidim. 
und dadurch auf Y = Yj auch eill eindim. allgemeines T-MaB (§ 35ter); die 
korrespondierenden Mengen Bk,j enthalten, bis auf abzahlbar viele, 
dieselben Punkte wie BL, haben dadurch auf Y=Yj auch ein eindim., 
somit auch ein zweidim. allgemeines T-MaB (§ 35ter). Nach dem Hilfssatz 
haben die Mengen ! Bk,j (k= 1,2) zweidim. allgemeines T-MaB. Mit 
(i) 
Theorem 45 (in Va, § 33) folgt schlieBlich das gleiche fUr A\ und A'2. 
Wir betrachten die Zerlegung: 
(127) A I ·A2=A'I·A'2+ ! AL·AL+ ! B I,r B2,j. 
(i) (i) 
A'l und A'2 haben ein allgemeines T-MaB; nach Hilfssatz I (in § 35) auch 
ein allgemeines T*-MaB, wodurch, nach lVbiS, § 27biS , Korollar, dies 
ebenfalls fur A'I·A'2 gilt; Hilfssatz I liefert dann weiter ein allgemeines 
T-MaB von A'I·A'2. 
Die Mengen AL, Bk,j (k= 1,2) haben zweidim. allgemeines T-MaB, 
somit auf ihren Tragern auch lineares allgemeines T-MaB; aas letzte gilt 
weiter fur die Produkte A~.i· AL, BI,j' B 2,j, welche dadurch auch ein 
zweidim. allgemeines T-MaB haben. 
Nach dem letzten Hilfssatz haben die Mengen ! AL·AL und 
! BI,j' B 2,j zweidim. allgemeines T-MaB. (i) 
(i) 
AI' A2 ist in (127) somit dargestellt als Summe von drei disjunkten, 
allgemein T-meBbaren Mengen, woraus die allgemeine T-MeBbarkeit von 
A I ·A2 hervorgeht. 
Theorem 48. Die allgemein T-mejJbaren Teilmengen von io(a, b; c, d) 
bilden einen a-K6rper sr (io; T), auf welchem das T-JJfajJ nicht-negativ, 
endlich und total-additiv, und uberdies vollstiindig ist. Fur die Mengen von 
Sf (io; T) ist das c/>-MajJ im allgemeinen von zweierlei Zeichen, daneben 
total-additiv und endlich. 
Beweis. Es genugt den auf T bezuglichen Teil zu beweisen. 
Aus A·B, B-A·B=B·(io-A) und A+B=A+(B-A.B) allgemein 
T-meBbar, bei A und B allgemein T-meBbar und ~ io, wie aus dem letzten 
Satz; § 35, Anfang (u. lVbiS, § 25); Theorem 45 (in § 33) hervorgeht, 
folgt daB die allgemein T-meBbaren Teilmengen von io einen Korper 
bilden; das allgemeine T-MaB ist dabei, nach Theorem 45, beschrankt 
additiv. 
Unter den in Theorem 47 angegebenen Bedingungen und daneben jedes 
An allgemein T-meBbar laBt sich eine Darstellung von A wie im Beweise 
von Theorem 47 betr'achten: 
A= lim An, mit An=A'n+ ! A~.i+ ! Bn,j. 
(n) (i) (i) 
Nach dem Korollar in lVbiB, § 27biB und Hilfssatz I (in § 35) ist dann 
(128) ,uT(limA'n)= lim ,uT(A'n). 
(n) 
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Nach dem Korollar in II, § 8 (mit § 35ter) und dem Hilfssatz dieses 
Par. ist 
00 00 
(129) .2 lim ,uT(A~.i) = .2 ,uT[lim A~.i] = 
i-I (n) i-I (n) 
00 00 
=,uT[ .2 lim A~.i] = ,uT[lim .2 A~.i]' 
i-I (n) (n) i-I 
und eben so 
00 00 
(130) .2 lim ,uT(Bn,i)= .2 ,uT[lim B n,;] = 
i-I (n) i-I (n) 
00 00 
=,uT[ .2 lim Bn,i]=,uT[lim .2 Bn,j]' 
i-I en) (n) i-I 
Durch Addition folgt aus (128)-(130), mit dem Hilfssatz dieses Par., 
lim ,uT(An)= lim [,uT(A'n)+,uT(.2 A~.i)+,uT(.2 B n,;)] = 
(n) (n) (i) (i) 
00 00 
= lim [,uT(A'n)+ .2 ,uT(A~)+ .2 ,uT(Bn,;)] = 
(n) i-I i-I 
00 00 
= ,uT(lim A'n)+ .2 lim ,uT(A~.i)+ .2 lim ,uT(Bn,;) = 
(n) i-I (n) i-I (n) 
00 00 
= ,uT(lim A'n)+,uT[lim .2 A~.i]+,uT[lim .2 B n,;] = 
(n) (n) i-I (n) i-I 
00 00 
= ,uT[lim (A'n+ .2 An,i+ .2 Bn,i)]=,uT[lim An]=,uT(A). 
(n) i-I i-I (n) 
Das allgemeine T-MaB ist somit total-additiv. 
DaB es auch nicht-negativ, endlich und vollstandig ist, sieht man sofort. 
(To be continued) 
